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 ΔΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ 

5.1 Το Θεώρημα της Δειγματοληψίας

Στο παρόν Κεφάλαιο θα γνωρίσουμε πώς και υπό ποιες προϋποθέσεις μπορούμε να μεταδώσουμε ένα σήμα από έναν τόπο σε έναν άλλον, μεταδίδοντας μόνο τα δείγματα αυτού (δηλ. τις τιμές αυτού) σε καθορισμένες χρονικές στιγμές, και αυτό χωρίς να συμβεί καμιά απολύτως απώλεια πληροφορίας του σήματος. Έστω ότι θέλουμε να μεταδώσουμε από έναν τόπο σε κάποιον άλλον το σήμα x(t) που είναι συνάρτηση του συνεχούς χρόνου t. Αντί να στείλουμε το σήμα x(t), μόνο του ή με τη βοήθεια κάποιας διαμόρφωσης, λαμβάνουμε τα δείγματα αυτού τις χρονικές στιγμές kTs, με τον ακέραιο k να παίρνει τιμές από –( μέχρι +(, και τα στέλνουμε με κάποιον τρόπο στον προορισμό. 

Το χρονικό διάστημα Ts ονομάζεται περίοδος δειγματοληψίας και η συχνότητα fs=1/Ts ονομάζεται συχνότητα δειγματοληψίας. Η χρονική απόσταση μεταξύ διαδοχικών δειγμάτων είναι σταθερή και ίση με Ts. Για το λόγο αυτό η πιο πάνω δειγματοληψία ονομάζεται ομοιόμορφη δειγματοληψία. Έχουν αναπτυχθεί και συστήματα μη ομοιόμορφης δειγματοληψίας, στα οποία η χρονική απόσταση μεταξύ διαδοχικών δειγμάτων δεν είναι σταθερή. 

Ο δέκτης μπορεί, υπό προϋποθέσεις, μόνο από τα δείγματα τις χρονικές στιγμές kTs, k
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Z, να αναπαραγάγει στην εντέλεια το πλήρες σήμα x(t). Δηλ., ενώ κρατάμε και στέλνουμε μόνο τις τιμές x(kTs), k=0, (1, (2, …, και «πετάμε» όλες τις τιμές του σήματος x(t) για t(kTs, o δέκτης μπορεί από τα δείγματα και μόνο να αναδημιουργήσει με απόλυτη ακρίβεια το σήμα x(t) για όλες τις τιμές του t. Φυσικά, η αναδημιουργία του πλήρους σήματος x(t) από τα δείγματα αυτού x(kTs) μπορεί να γίνει και στον πομπό ή οπουδήποτε αλλού. Η διαδικασία περιγράφεται αμέσως παρακάτω. 


5.1α Δειγματοληψία και ιδανική ανάκτηση / αναδημιουργία σήματος
Χρησιμοποιώντας τα δείγματα x(kTs) δημιουργούμε έναν συρμό από κρουστικές συναρτήσεις δ ως εξής: Πολλαπλασιάζουμε την τιμή x(0) επί την συνάρτηση δ(t), που είναι ένας κρουστικός παλμός τη χρονική στιγμή 0, και παίρνουμε την κρουστική συνάρτηση x(0)δ(t). Πολλαπλασιάζουμε την τιμή x(Ts) επί την συνάρτηση δ(t–Ts), που είναι ένας κρουστικός παλμός τη χρονική στιγμή Τs, και παίρνουμε την κρουστική συνάρτηση x(Ts)δ(t–Ts). Πολλαπλασιάζουμε την τιμή x(2Ts) επί την συνάρτηση δ(t–2Ts), που είναι ένας κρουστικός παλμός τη χρονική στιγμή 2Τs, και παίρνουμε την κρουστική συνάρτηση x(2Ts)δ(t–2Ts). To ίδιο κάνουμε και για τις υπόλοιπες τιμές του k, αρνητικές και θετικές. Όλες μαζί οι παραπάνω κρουστικές συναρτήσεις συνιστούν ένα συρμό κρουστικών συναρτήσεων, τον xδ(t), που αποτελεί το σήμα ιδανικής δειγματοληψίας. Έτσι έχουμε: 


[image: image2.wmf]()()()

ss

k

xtxkTtkT

d

d

+¥

=-¥

=-

å




                (5.1)
Η δημιουργία του παραπάνω συρμού κρουστικών συναρτήσεων συνιστά την ιδανική δειγματοληψία και το σήμα xδ(t) ονομάζεται σήμα ιδανικής δειγματοληψίας. Ένα παράδειγμα σήματος x(t) και ο αντίστοιχος συρμός κρουστικών συναρτήσεων xδ(t) δίνονται στο παρακάτω σχήμα 5.1.


[image: image3]
          (α)

[image: image4]




           (β)
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Σχ. 5.1. Δειγματοληψία και ιδανική ανάκτηση σήματος. (α) Το σήμα x(t), (β) το σήμα ιδανικής δειγματοληψίας 
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 και (γ) η ακολουθία κρουστικών συναρτήσεων 
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Θα δούμε τώρα ότι, υπό κάποια συνθήκη, με ένα απλό φιλτράρισμα του σήματος xδ(t) παίρνουμε το σήμα x(t)! Προς τούτο θα χρειαστεί να βρούμε τα φάσματα του σήματος xδ(t).


Ας θεωρήσουμε την κυματομορφή 
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. Αυτή αποτελείται από συναρτήσεις δ τις χρονικές στιγμές …, –2Τs, –Ts, 0, Ts, 2Ts, … και φαίνεται στο σχήμα 5.1γ. Είναι προφανές ότι αν πολλαπλασιάσουμε το σήμα x(t) επί την κυματομορφή g(t) θα πάρουμε την xδ(t), αφού το γινόμενο 
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 έχει τιμή 0 για t(kTs (μιας και όλες οι συναρτήσεις δ(t–kTs) έχουν τιμή 0 γι αυτά τα t) και τη χρονική στιγμή kTs έχει τιμή ίση με την αντίστοιχη συνάρτηση δ πολλαπλασιασμένη επί x(kTs), για κάθε τιμή του ακέραιου αριθμού k. Έτσι είναι xδ(t)=g(t)x(t).


Η κυματομορφή g(t) είναι άρτια και περιοδική με περίοδο Ts (άρα με συχνότητα fs). Επομένως, αναπτύσσεται σε τριγωνομετρική σειρά Fourier που έχει μόνο όρους συνημιτόνου. Ο σταθερός όρος α0 αυτής έχει τιμή
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image11.wmf]0

2

0

2

11

()()

s

s

T

T

ss

tdttdt

TT

dd

+

-

-

==

òò
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. Επομένως έχουμε: 
             g(t)=[1+2συν2πfst+2συν2π2fst+…+2συν2πnfst+…]/Ts και
xδ(t)=g(t)x(t)=(1+2συν2πfst+2συν2π2fst+…+2συν2πnfst+…)x(t)/Ts(
 Tsxδ(t)=x(t)+2x(t)συν2πfst+2x(t)συν2π2fst+…+2x(t)συν2πnfst+…

    (5.2)


Η Θεμελιώδης Ιδιότητα των Τηλεπικοινωνιών μας λέει ότι ο όρος 2x(t)συν2πfst έχει φάσματα γύρω από τη συχνότητα fs που αποτελούνται από τις άνω και κάτω πλευρικές τους ζώνες. Το ύψος των πλευρικών ζωνών του φάσματος πλάτους είναι ίσο με το ύψος του φάσματος πλάτους του σήματος x(t). Ομοίως και οι όροι 2x(t)συν2π2fst, 2x(t)συν2π3fst, …, 2x(t)συν2πnfst, …,  έχουν φάσματα αποτελούμενα από δύο πλευρικές ζώνες γύρω από τις συχνότητες 2fs, 3fs, …, nfs… Εξ άλλου, όλοι αυτοί οι όροι είναι σήματα DSB με φέρουσες συχνότητες 2fs, 3fs, …, nfs…

Έστω ότι το σήμα x(t) έχει μέγιστη συχνότητα fx, δηλ. ότι το φάσμα του εκτείνεται από τη συχνότητα 0 μέχρι τη συχνότητα fx. To σήμα 2x(t)συν2πfst έχει φάσματα που εκτείνονται από τη συχνότητα fs–fx μέχρι τη συχνότητα fs+fx. Αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε τα φάσματα των σημάτων x(t) και 2x(t)συν2πfst να μην αλληλοεπικαλύπτονται είναι η fx(fs–fx, η οποία ισοδυναμεί με την: 






fs(2fx
(  fx(fs/2



    (5.3)

H παραπάνω συνθήκη ονομάζεται συνθήκη Nyquist. Αν ισχύει αυτή η συνθήκη, δεν παρατηρείται αλληλοεπικάλυψη ούτε και μεταξύ των υπόλοιπων μερών του φάσματος του σήματος Tsxδ(t), που βρίσκονται γύρω από τις συχνότητες 2fs, 3fs, ... . Έτσι, η εικόνα του φάσματος πλάτους του σήματος είναι αυτή που φαίνεται στο σχήμα 5.2.
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 (β)
Σχ. 5.2. Φάσματα πλάτους (α) του σήματος x(t) και (β) του σήματος ιδανικής δειγματοληψίας Tsxδ(t).
Ανάλογη είναι και η εικόνα του φάσματος φάσης του σήματος Tsxδ(t). Φυσικά, μπορούμε εύκολα (με συμμετρία ως προς τον κατακόρυφο άξονα που περνάει από τη συχνότητα 0, για το φάσμα πλάτους, και με συμμετρία ως προς κέντρο τη συχνότητα 0, για το φάσμα φάσης) να επεκτείνουμε τη σχεδίαση των παραπάνω φασμάτων και για αρνητικές συχνότητες. Δεν το κάνουμε εδώ γιατί δεν χρειάζεται. Θα χρειαστεί να το κάνουμε στην επόμενη παράγραφο 5.1β. Αν ισχύει η συνθήκη Nyquist, μπορούμε να περάσουμε το σήμα Tsxδ(t) από βαθυπερατό φίλτρο LPF, το οποίο θα αφήσει να περάσει μόνο το φάσμα πλάτους και το φάσμα φάσης του σήματος x(t) και θα κόψει όλους τους υπόλοιπους φασματικούς όρους. Στην έξοδο αυτού του φίλτρου θα πάρουμε το σήμα x(t). Έτσι, από το σήμα ιδανικής δειγματοληψίας Τsxδ(t), που περιέχει μόνο τις τιμές του σήματος x(t) τις χρονικές στιγμές kTs, με k=0, (1, (2, (3, …., ανακτούμε, με φιλτράρισμα με βαθυπερατό φίλτρο, το σήμα x(t) για όλες τις τιμές του χρόνου t! Φυσικά, αν στην είσοδο του βαθυπερατού φίλτρου LPF οδηγήσουμε το σήμα xδ(t), στην έξοδο θα πάρουμε το σήμα x(t)/Ts. Η παρουσία του συντελεστή 1/Τs δεν αποτελεί πρόβλημα. 


To φίλτρο LPF πρέπει να περνάει στην εντέλεια όλες τις συχνότητες από 0 μέχρι fx και να κόβει πλήρως όλες τις συχνότητες από fs–fx και πάνω. Επομένως, πρέπει να είναι ιδανικό βαθυπερατό φίλτρο με συχνότητα αποκοπής οποιαδήποτε συχνότητα μεταξύ fx και fs–fx. Στην πράξη, που τα φίλτρα είναι μη ιδανικά, χρησιμοποιούμε ως συχνότητα αποκοπής του φίλτρου την fx και τη ζώνη που εκτείνεται από fx μέχρι fs–fx τη χρησιμοποιούμε ως μεταβατική ζώνη του φίλτρου. Όσο πιο πολύ απέχει η συχνότητα fx από τη συχνότητα fs/2, τόσο ευρύτερη είναι η μεταβατική ζώνη του φίλτρου, πράγμα που διευκολύνει τη σχεδίασή του (το φίλτρο μπορεί να υλοποιηθεί με μικρότερης τάξης κύκλωμα).


Με το φίλτρο LPF ιδανικό, μπορούμε ως συχνότητα αποκοπής να λάβουμε τη συχνότητα fs/2. Mε αυτόν τον τρόπο, η παραπάνω διάταξη, που κάνει δειγματοληψία με συχνότητα fs και αναδημιουργεί το σήμα x(t) από τα δείγματά του με τη βοήθεια των κρουστικών συναρτήσεων και του βαθυπερατού φίλτρου, λειτουργεί σωστά όσο κοντά και αν βρίσκεται η συχνότητα fx στη συχνότητα fs/2. 


Τα παραπάνω αποτελούν το Θεώρημα της Δειγματοληψίας, το οποίο αναδιατυπώνουμε πλέον ως εξής: Αν σε σήμα x(t), που έχει φάσμα με μέγιστη συχνότητα fx, κάνουμε δειγματοληψία με συχνότητα fs, μεγαλύτερη ή ίση από τη συχνότητα 2fx, μπορούμε από τα δείγματα να ανακτήσουμε πλήρως το σήμα x(t). Προς τούτο, πολλαπλασιάζουμε κάθε δείγμα επί την κρουστική συνάρτηση που βρίσκεται στην ίδια χρονική θέση με το δείγμα και περνάμε τον προκύπτοντα συρμό κρουστικών συναρτήσεων από ιδανικό βαθυπερατό φίλτρο που έχει ζώνη διέλευσης (0, fs/2). Στην έξοδο του φίλτρου παίρνουμε το σήμα x(t) πολλαπλασιασμένο επί κάποια σταθερά (την 1/Τs).  

Τώρα θα βρούμε μια μαθηματική έκφραση του σήματος x(t) στο πεδίο του χρόνου συναρτήσει των δειγμάτων του x(kTs), k=0, ±1, ±2, ... . Γνωρίζουμε ότι το σήμα εξόδου ενός φίλτρου (ή, γενικότερα, ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου συστήματος), στην είσοδο του οποίου οδηγούμε την κρουστική συνάρτηση δ(t), είναι η κρουστική απόκριση h(t) αυτού. Αν στην είσοδο του φίλτρου οδηγήσουμε τη συνάρτηση δ(t–t0) παίρνουμε ως έξοδο τη συνάρτηση h(t–t0). Η κρουστική απόκριση h(t) είναι ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης μεταφοράς H(f) του φίλτρου.

Επειδή το φίλτρο LPF είναι ένα γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα, έξοδος στο σήμα δ(t–kTs) είναι η h(t–kTs), έξοδος στο σήμα x(kTs)δ(t–kTs) είναι η x(kTs)h(t–kTs), έξοδος στο σήμα 
[image: image20.wmf]()()()

ss

k

xtxkTtkT

d

d

+¥

=-¥

=-

å

    είναι η 
[image: image21.wmf]()()

ss

k

xkThtkT

+¥

=-¥

-

å

 και, τέλος, έξοδος στο σήμα Tsxδ(t), η οποία ισούται με x(t), είναι η 
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                                          (5.4)

Τώρα θα βρούμε την κρουστική απόκριση h(t) ενός ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου που έχει συχνότητα αποκοπής fs/2. Προς τούτο θα ληφθεί ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης μεταφοράς H(f) του φίλτρου και για το λόγο αυτό θα χρησιμοποιηθούν και αρνητικές συχνότητες. Τώρα η συνάρτηση μεταφοράς Η(f) του φίλτρου έχει τιμή 1 στο διάστημα (–fs/2, fs/2) και τιμή 0 αλλού. Είναι:
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Επομένως είναι Τsh(t)=Tsfssinc(fst)=sinc(fst). Έτσι, η σχέση (5.4) γράφεται ως: 
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    (5.5)


Βλέπουμε παραπάνω ότι, αν κάθε δείγμα x(kTs) το πολλαπλασιάσουμε επί τη συνάρτηση sinc(fst) μετατοπισμένη στη θέση kTs του δείγματος και προσθέσουμε τα γινόμενα, ανακτούμε πλήρως το σήμα x(t). Θυμόμαστε ότι η συνάρτηση sinc(fst) παίρνει τιμή 1 για t=0 και τιμή 0 για  fst=ακέραιος=λ, ήτοι για t=λ/fs=λTs. Δηλ. παίρνει τιμή 1 στη θέση του δείγματος της χρονικής στιγμής 0 και τιμή 0 στις θέσεις των άλλων δειγμάτων. Η γραφική της παράσταση αποτελείται από έναν κεντρικό λοβό και άπειρους πλευρικούς λοβούς, όπως γνωρίσαμε στην Εισαγωγή των παρουσών Σημειώσεων. Ομοίως, η συνάρτηση sinc[fs(t–kTs)] παίρνει τιμή 1 στη θέση του δείγματος της χρονικής στιγμής kTs και τιμή 0 στις θέσεις των άλλων δειγμάτων. 
Για τους παραπάνω λόγους, η συνάρτηση sinc(fst) ονομάζεται και συνάρτηση δειγματοληψίας. Το ζήτημα είναι ότι δεν μπορούμε να δημιουργήσουμε τις συναρτήσεις sinc[fs(t–kTs)] (αφού αυτές έχουν άπειρη διάρκεια, τόσο για θετικές όσο και για αρνητικές τιμές του χρόνου t), ώστε εφαρμόζοντας τη σχέση (5.5) να ανακτήσουμε πλήρως το σήμα x(t). Εξ άλλου, είδαμε παραπάνω ότι η κρουστική απόκριση h(t) ενός ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου που έχει συχνότητα αποκοπής fs είναι η συνάρτηση fssinc(fst),  η οποία έχει τιμές ≠0 τόσο για θετικές όσο και για αρνητικές τιμές του χρόνου t. Δηλ. εφαρμόζοντας τη χρονική στιγμή t=0 στην είσοδο ενός ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου το σήμα δ(t), το φίλτρο «ξέρει» πριν από το χρόνο t=0 ότι θα την εφαρμόσουμε και έχει αρχίσει να δίνει στην έξοδό του, από τη χρονική στιγμή t=–
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 και μετά, τη συνάρτηση fssinc(fst)!... Ένα τέτοιο σύστημα που δεν έχει μηδενική κρουστική απόκριση για t<0 ονομάζεται μη αιτιατό (non causal) σύστημα. Φυσικά, όλα τα συστήματα της φύσης είναι αιτιατά (έχουν h(t)=0 για t<0). Αυτός είναι ένας ακόμα λόγος που δεν μπορούμε να υλοποιήσουμε την ιδανική δειγματοληψία. Έτσι καταφεύγουμε στη … 

5.1β Δειγματοληψία και μη ιδανική ανάκτηση σήματος
Από το Θεώρημα Δειγματοληψίας που γνωρίσαμε παραπάνω προκύπτει το εξής θεμελιώδες συμπέρασμα: Αν με κάποιο τρόπο στείλουμε από τον πομπό στον δέκτη τα (άπειρα) δείγματα ενός σήματος x(t) που λαμβάνουμε με συχνότητα δειγματοληψίας fs, αγνοώντας τις μεταξύ των δειγμάτων τιμές του σήματος, ο δέκτης μπορεί, δημιουργώντας από τα δείγματα το σήμα ιδανικής δειγματοληψίας xδ(t) και περνώντας το από ιδανικό βαθυπερατό φίλτρο, να αναδημιουργήσει στην εντέλεια το πλήρες σήμα x(t) για όλες τις τιμές του χρόνου t, αρκεί να ισχύει η συνθήκη Νyquist. 

Όμως, αντιμετωπίζουμε τις εξής δύο δυσκολίες στην υλοποίηση της παραπάνω διαδικασίας: Πρώτη είναι η ανάγκη να χρησιμοποιήσουμε ιδανικό βαθυπερατό φίλτρο. Αυτό το ξεπερνάμε χρησιμοποιώντας μη ιδανικό φίλτρο ελεγχόμενης από μας προσέγγισης στο ιδανικό. Όσο πιο μεγάλης τάξης φίλτρο χρησιμοποιούμε, τόσο πλησιέστερα προς το ιδανικό φίλτρο μπορούμε να φθάσουμε. Δεύτερη δυσκολία είναι η ανάγκη για χρήση συναρτήσεων δ τις χρονικές στιγμές kTs. Αυτές οι δυσκολίες είναι μια εναλλακτική έκφραση της δυσκολίας δημιουργίας των συναρτήσεων sinc[(t–kTs)] που γνωρίσαμε αμέσως παραπάνω στη σχέση (5.5). 

Θυμόμαστε από την Εισαγωγή ότι η κρουστική συνάρτηση δ(t) είναι η οριακή περίπτωση ενός ορθογωνικού παλμού p(t), που έχει διάρκεια ε και τιμή ή πλάτος 1/ε, όταν το ε τείνει στο 0. Γι αυτό, στις θέσεις των δειγμάτων x(kTs) χρησιμοποιούμε  στενούς ορθογωνικούς παλμούς p(t–kTs) πλάτους 1 και διάρκειας τ, μικρότερης από Ts. Έτσι προκύπτει η παρακάτω διαδικασία μη ιδανικής ανάκτησης σήματος:    


Καθένα από τα δείγματα x(kTs) του σήματος x(t) το διατηρούμε (το κρατάμε) επί χρονικό διάστημα τ. Με αυτόν τον τρόπο προκύπτει ένας συρμός xp(t) από ορθογωνικούς παλμούς που έχουν διάρκεια τ ο καθένας και πλάτη ίσα με τις αντίστοιχες τιμές των δειγμάτων του σήματος, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα 5.3. 
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image30] 
Σχ. 5.3. Δειγματοληψία και μη ιδανική ανάκτηση σήματος: (α) Το σήμα x(t)  (β) ο παλμός p(t) και  (γ) το σήμα xp(t).

To σήμα xp(t), δηλ. η διαδοχή παλμών που τα πλάτη τους είναι ανάλογα προς τις τιμές των δειγμάτων του σήματος x(t), συνιστά τη διαμόρφωση του σήματος x(t) κατά πλάτος παλμών (Pulse Amplitude Modulation – PAM) και έχει την εξής προφανή μαθηματική έκφραση: 
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Στο τέλος της παρούσας παραγράφου αποδεικνύουμε ότι ο μετασχηματισμός Fourier Χp(f) του σήματος xp(t) δίνεται από την έκφραση 
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, όπου Xδ(f) είναι ο μετασχηματισμός Fourier του σήματος xδ(t) ιδανικής δειγματοληψίας. Από τη σχέση (5.2) έχουμε δει ότι τα φάσματα πλάτους και φάσης του σήματος xδ(t) αποτελούνται από τα αντίστοιχα φάσματα του σήματος x(t) συν τις εικόνες τους, δύο πλευρικών ζωνών, γύρω από τις συχνότητες fs, 2fs, …, nfs, …, η κάθε μία. Όλα αυτά τα φάσματα επηρεάζονται – τροποποιούνται από την παρουσία του παράγοντα P(f) σύμφωνα με τις γνωστές σχέσεις |Χp(f)|= |P(f)|·|Xδ(f)| και Arg{Χp(f)}=Arg{P(f)}+Arg{Xδ(f)}.   
Αν το σήμα x(t) έχει φάσμα με μέγιστη συχνότητα fx και ισχύει η συνθήκη του Nyquist fs(2fx, στα φάσματα του xδ(t) δεν παρατηρείται αλληλοεπικάλυψη μεταξύ των εικόνων των φασμάτων του σήματος x(t). Το ίδιο συμβαίνει και με τις εικόνες των φασμάτων του σήματος xp(t), αφού ισχύει η σχέση Xp(t)=P(f)Xδ(t). Περνώντας το σήμα xp(t) από βαθυπερατό φίλτρο με συχνότητα αποκοπής fs/2, κόβονται όλες οι εικόνες στα φάσματα του xp(t) που βρίσκονται γύρω από τις συχνότητες fs, 2fs, …, nfs, … και μένουν μόνο αυτές που αντιστοιχούν στα φάσματα πλάτους και φάσης του σήματος x(t). Έτσι παίρνουμε στην έξοδο του ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου σήμα με μετασχηματισμό Fourier P(f)X(f). Βέβαια στόχος μας ήταν να ανακτήσουμε σήμα με μετασχηματισμό Fourier Χ(f). H παρουσία του παράγοντα P(f), ο οποίος μεταβάλλεται με τη συχνότητα f, προκαλεί  παραμόρφωση στο μετασχηματισμό Fourier Χ(f), στον οποίο στοχεύουμε. Επομένως, στην έξοδο του βαθυπερατού φίλτρου ανακτούμε το σήμα x(t) με κάποια παραμόρφωση. 

Βέβαια, μας ενδιαφέρει κατά πόσον ο P(f) διαφέρει από την τιμή 1 μόνο στο διάστημα συχνοτήτων από 0 έως fx, στο οποίο βρίσκονται τα φάσματα πλάτους και φάσης του σήματος x(t). Γενικότερα, μας ενδιαφέρει κατά πόσον η τιμή του P(f) «παίζει» στο διάστημα τιμών (0, fx), αντί να μένει σταθερή όπως θα επιθυμούσαμε. Είναι εύκολο να αποδείξουμε ότι ο μετασχηματισμός Fourier P(f) του ορθογωνικού παλμού p(t) που έχει τιμή 1 στο χρονικό διάστημα από  0  μέχρι  τ  και  τιμή  0  αλλού  ισούται  με  P(f)=e–jπfττsinc(f·τ). Κάντε το (είναι μια απλή ολοκλήρωση).       

Ο όρος e–jπfτ έχει μέτρο 1 και δεν επηρεάζει το φάσμα πλάτους. Απλά, είναι όρος που αντιστοιχεί σε χρονική καθυστέρηση κατά τ/2. O όρος τsinc(fτ) έχει τιμή τ για f=0 και μειώνεται καθώς αυξάνει η f. O πρώτος μηδενισμός του συμβαίνει για f·τ=1( f=1/τ=fτ. Όμως είναι τ<Τs, οπότε έχουμε fτ=1/τ>1/Ts=fs>2fx. Δηλ. ο πρώτος μηδενισμός του όρου τsinc(f·τ) συμβαίνει σε υπερδιπλάσια συχνότητα fτ από τη συχνότητα fx που μας ενδιαφέρει.  Όσο πιο μικρό είναι το τ τόσο μακρύτερα από την fx συμβαίνει ο μηδενισμός αυτός, οπότε πρακτικά στο διάστημα συχνοτήτων από 0 μέχρι fx o όρος τsinc(f·τ) διατηρεί σταθερή τιμή ίση με τ. Στο ίδιο διάστημα συχνοτήτων ο P(f) είναι πραγματική συνάρτηση και παίρνει μόνο θετικές τιμές, οπότε αφήνει το φάσμα φάσης του σήματος x(t) ανέπαφο. Έτσι, η παρουσία του παράγοντα P(f) στον μετασχηματισμό Fourier του σήματος εξόδου του βαθυπερατού φίλτρου προσεγγίζεται με πολλαπλασιασμό επί τη σταθερά τ, πράγμα που είναι χωρίς κακή συνέπεια. Στην έξοδο του φίλτρου αυτού παίρνουμε το σήμα (τ/Τs)x(t), το οποίο είναι μια εικόνα του αρχικού σήματος x(t). Στο παρακάτω σχήμα 5.4 δείχνουμε το φάσμα πλάτους ενός σήματος x(t) και το φάσμα πλάτους του σήματος μη ιδανικής δειγματοληψίας xp(t) (σήματος ΡΑΜ).
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Σχ. 5.4. Δειγματοληψία και μη ιδανική ανάκτηση σήματος. (α) Το φάσμα πλάτους του σήματος x(t)  και (β) το φάσμα πλάτους του σήματος μη ιδανικής δειγματοληψίας xp(t) για τ=Τs/2,6.
Aν θέλαμε ο μετασχηματισμός Fourier του τελικού σήματος εξόδου να είναι με απόλυτη ακρίβεια ίσος με X(f), θα έπρεπε στην έξοδο του βαθυπερατού φίλτρου LPF να συνδέσουμε ένα φίλτρο με συνάρτηση μεταφοράς 1/P(f) που, όμως, δεν είναι καθόλου εύκολο να σχεδιαστεί και να υλοποιηθεί. Επίσης, στις παραμορφώσεις που αναφέραμε παραπάνω προστίθεται και η παραμόρφωση που προκαλείται από το χρησιμοποιούμενο βαθυπερατό φίλτρο που τώρα δεν είναι ιδανικό.  

Παράρτημα: Απόδειξη της σχέσης 
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 για το σήμα μη ιδανικής δειγματοληψίας 
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 του σχήματος 5.3, όπου το 
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 είναι το σήμα ιδανικής δειγματοληψίας.  
Α) Ξεκινάμε αποδεικνύοντας την εξής ιδιότητα για οποιοδήποτε σήμα x(t): 
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. Αυτήν την ταυτότητα τη γράφουμε και ως 
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Β) Συνεχίζουμε αποδεικνύοντας ότι η πράξη της συνέλιξης έχει την επιμεριστική ιδιότητα – γραμμικότητα ως προς την πρόσθεση, ήτοι ότι ισχύει:
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 Η απόδειξη είναι εύκολη. Απλά εφαρμόζουμε τον τύπο της συνέλιξης:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image44.wmf]1212
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 H ιδιότητα αυτή επεκτείνεται άμεσα και σε περισσότερους από δύο προσθετέους. 
Βάζοντας a=b=1 στην ταυτότητα 
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  προκύπτει η ταυτότητα 
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. Αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί και ως 
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, δηλ. βγάζουμε «κοινό παράγοντα» τη συνάρτηση 
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 προκύπτει η ταυτότητα 
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Γ) Με βάση τα παραπάνω, το σήμα xp (t) γράφεται ως εξής:
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, όπου το σήμα xδ(t) ορίστηκε με τη σχέση (5.1). Λαμβάνοντας το μετασχηματισμό Fourier και στα δύο μέλη της ισότητας 
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 που μόλις αποδείξαμε, προκύπτει ότι
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